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Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe, et soit h une sous-algèbre
de Lie de g, égale à son normalisateur. Désignons par G la composante neutre
de Autg, et par H le sous-groupe de G stabilisant h. Pour m = dimh, notons
Grm(g) la grassmannienne des m-plans dans g, et G.h l’adhérence de l’orbite
G.h dans Grm(g). On appelle G.h le plongement de Demazure de G/H .
En 1983, De Concini et Procesi [DP] ont prouvé que, si h est une sous-
algèbre symétrique de g (c’est-à-dire la sous-algèbre des éléments fixés par un
automorphisme involutif), alors la G-variété G.h était magnifique. Rappelons
qu’une G-variété (algébrique) X est dite magnifique, si
• X est lisse et projective ;
• G a une orbite dense dans X, dont le complémentaire est une réunion de
diviseurs irréductibles lisses D1, . . . ,Dr ayant une intersection non vide et
transverse ;
• pour tout x, x ′ ∈X, {i: x ∈Di} = {i: x ′ ∈Di} implique G.x =G.x ′.
Il est naturel de se demander s’il existe d’autres sous-algèbres h égales à leur
normalisateur dans g, pour lesquelles la variété G.h est magnifique. Rappelons
les faits connus concernant cette question.
On sait que G.h magnifique implique h sphérique (i.e. il existe une sous-
algèbre de Borel b de g telle que b + h = g), voir [Lu1]. Si h est sphérique
et égale à son normalisateur, on connaît les faits suivants :
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• il résulte de la théorie des variétés sphériques que, s’il existe un plongement
magnifique de G/H (c’est-à-dire, s’il existe une G-variété magnifique dont
l’orbite ouverte est isomorphe à G/H ), alors X est unique à isomorphisme
près (voir [Br1]) ;
• en 1990, Brion [Br2] a montré que, si G/H possédait un plongement
magnifique, alors il était isomorphe à la normalisation de G.h (et il a
conjecturé que cette dernière était toujours normale, et magnifique) ;
• en 1996, Knop [Kn] a montré qu’un plongement magnifique de G/H existait
toujours (en tant que G-variété abstraite).
Dans ce travail, nous obtiendrons le résultat suivant (rappelons que g est dite de
type A, si g ∼= slnl ×· · · × slnk ) :
Théorème. Si g est de type A, alors pour toute sous-algèbre de Lie h de g, qui
est sphérique et égale à son normalisateur, le plongement de Demazure G.h est
magnifique.
Remarque. (1) Notre preuve s’appuiera sur les résultats de Brion et Knop
rappelés ci-dessus ; en particulier, elle ne fournit pas une preuve indépendante
de l’existence d’un plongement magnifique pour G/H .
(2) Rien ne semble connu sur G.h, lorsque h est une sous-algèbre de Lie de g
égale à son normalisateur, mais non sphérique. Cette adhérence d’orbite est-elle
toujours lisse ?
1. Divers rappels
Si H est un groupe algébrique, on désignera par Hr (respectivement par Hu)
le radical (respectivement le radical unipotent) de H .
1.1. Variétés sphériques (voir [Br1])
Soit G un groupe semi-simple (complexe connexe). Rappelons qu’une G-
variété X est dite
– simple, si G n’a qu’une seule orbite fermée dans X ;
– sphérique, si X est normale et si B a une orbite ouverte (et dense) XoB dans X.
On note alors XoG = G.XoB l’orbite ouverte de G dans X. Si XoG ∼= G/H , on
appelle X un plongement de l’espace homogène G/H .
Une G-variété sphérique X ⊃XoG ∼=G/H est dite
– toroïdale, si tout diviseur irréductible B-stable de X qui contient une orbite
de G, est stable par G ;
– presque rigide (respectivement rigide), si NG(H)/H est fini (respectivement
si NG(H)=H ).
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Un espace homogène sphérique G/H est rigide, si et seulement si H est comme
dans l’introduction (c’est-à-dire s’il existe une sous-algèbre de Lie h de g =
Lie(G), sphérique et égale à son normalisateur, dont H est le stabilisateur). Dans
toute variété sphérique toroïdale lisse, les diviseurs irréductibles G-stables sont
lisses et se coupent transversalement. Les variétés magnifiques se laissent ca-
ractériser de la façon suivante : ce sont les variétés sphériques toroïdales lisses
complètes et simples. Toute variété magnifique est presque rigide. Inversement,
d’après [Kn], tout espace homogène sphérique rigide possède un plongement ma-
gnifique (et un seul à isomorphisme près).
1.2. Variétés magnifiques [Lu2]
On fixe un tore maximal T de G, et un sous-groupe de Borel B de G
contenant T . On note B− le sous-groupe de Borel opposé à B contenant T . On
désigne par Ξ(T ) le groupe des caractères de T , par Ξ∗. (T ) l’ensemble des
morphismes de groupes algébriques C∗ → T (qui s’identifie au groupe dual de
Ξ(T )), par R ⊂ Ξ(T ) le système des racines, et par S la base de R associée
à B . Pour tout α ∈ S, on note G{α} le sous-groupe parabolique minimal de G
contenant B et associé à α.
SoitX uneG-variété magnifique. On note z l’unique point fixé par B− dansX,
et Z =G.z l’unique orbite fermée de G dans X. On désigne par NX(Z) le fibre
normal de Z dans X ; en particulier, NXz (Z)= TzX/TzZ.
Pour tout α ∈ S, on note ∆(α) l’ensemble des diviseurs irréductibles B-stables
de X qui ne sont pas stables par G{α}. La réunion ∆ (=∆X) =⋃α∈S ∆(α) est
appelée l’ensemble des couleurs de X (cet ensemble est en bijection naturelle
avec l’ensemble des orbites de codimension 1 de B dans XoG).
On noteΣ (=ΣX) l’ensemble des poids de T dansNXz (Z) (appelé l’ensemble
des racines sphériques de X).
Le cardinal de Σ s’appelle le rang de X. Il est commode d’utiliser Σ pour
indexer les diviseurs G-stables de X : pour tout γ ∈Σ , on note Xγ le diviseur
irréductible (lisse) G-stable de X tel que T opère dans NXz (Xγ ) par le poids γ .
Les [D] (D ∈ ∆) forment une base de Pic(X), le groupe de Picard de X. On
définit des entiers n(γ,D), γ ∈Σ , D ∈∆ par[
Xγ
]= ∑
D∈∆
n(γ,D)[D].
Posons A (=AX)=⋃α∈S∩Σ ∆(α).
On note P (= PX) le sous-groupe parabolique des éléments de G qui
stabilisent XoB , et P− le sous-groupe parabolique opposé contenant T . On sait
que Z ∼=G/P−, d’où on déduit que dimX = dimPu + cardΣ .
À toute G-variété magnifique X, on associe trois invariants combinatoires :
(1) l’ensemble Sp (= SpX) = {α ∈ S: ∆(α)= ∅} ;
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(2) l’ensemble Σ (=ΣX) des racines sphériques de X ;
(3) l’ensemble A (= AX), considéré comme famille (c’est-à-dire comme sous-
ensemble avec « multiplicités ») dans ZΣ , au moyen des entiers n(γ,D),
γ ∈Σ , D ∈A.
Le triplet Sp , Σ , A s’appelle le système sphérique de X.
Lorsque G est semi-simple adjoint de type A, on montre dans [Lu2, voir §§4
et 5] que
(1) les systèmes sphériques classifient les variétés magnifiques : toute variété
magnifique est déterminée, à isomorphisme près, par son système sphérique,
et on sait caractériser, de façon purement combinatoire, les triplets qui sont
systèmes sphériques d’une variété magnifique ;
(2) pour qu’une variété magnifique X soit rigide, il faut et il suffit que A soit un
« vrai » sous-ensemble de ZΣ (c’est-à-dire sans multiplicités).
1.3. Morphismes de Demazure
Soit G un groupe algébrique linéaire, et soit X une G-variété algébrique lisse
dans laquelle G possède une orbite ouverte et dense XoG. Dans [BDP,BB], on dit
que X est « régulière », si
(i) pour tout x ∈X, G.x est lisse ;
(ii) pour tout x ∈ X\XoG, G.x est l’intersection transverse des adhérences
d’orbites de codimension 1 contenant x ;
(iii) pour tout x ∈X, G a une orbite dense dans NX(G.x).
De [BB, n◦ 2] on tire aussitôt le résultat suivant :
Soit X une G-variété régulière et soit m = dimG − dimX. Alors le G-
morphisme naturel XoG → Grm(g) qui à x ∈XoG associe l’isotropie infinitésimale
gx ∈ Grm(g), se prolonge en un G-morphisme δX :X → Grm(g) ; plus préci-
sément, pour tout x ∈ X, on a δX(x) = l’isotropie infinitésimale générique de
Gx opérant dans NXx (G.x) (les hypothèses impliquent que l’image de Gx dans
GL(NXx (G.x)) est un tore maximal de GL(NXx (G.x))).
Si G est réductif, toute G-variété sphérique lisse toroïdale est régulière. En
particulier, pour toute G-variété magnifique, la recette ci-dessus donne un G-
morphisme δX :X → Grm(g), qu’on appellera pour des raisons évidentes le
« morphisme de Demazure ».
La question qui nous occupe peut alors se reformuler ainsi : si X est une G-
variété magnifique rigide, le morphisme δX :X→ δX(X) est-il un isomorphisme ?
Rappelons que d’après [Br2] ce morphisme est (birationnel et) fini, et que seul
pose problème l’éventuelle non-normalité de δX(X).
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2. Localisation
On conserve les notations et les hypothèses de la Section 1.2.
Dans la suite, on fixera souvent un sous-ensemble S de S, à qui on peut
associer divers sous-groupes de G : GS et G−S (les sous-groupes paraboliques
de G associés à S et contenant B et B−), GS =GS ∩G−S (qui est un sous-groupe
de Levi de GS ′ et de G−S ), etc. Pour simplifier, on utilisera les notations P =GS ,
P− =G−S , L=GS et G= (L,L ). Rappelons que P =GSp .
2.1. Définition de la localisation
Soit X une G-variété (algébrique, lisse et connexe) (équivariantement-)
projective.
Soit λ ∈ Ξ∗(T ). Alors X est la réunion disjointe des Xλo (Y ) = {x ∈ X:
limt→0 λ(t).x ∈ Y }, où Y parcourt l’ensemble des composantes connexes de
XC
∗,λ (c’est la « décomposition de Bialynicki-Birula » de X associée à λ). Un
seul des Xλo (Y ) est ouvert ; notons sλ(X) le Y correspondant (la « source » de la
décomposition).
Fixons maintenant S ⊂ S. On dira que λ est adapté à S, si 〈λ,α〉 = 0 pour
α ∈ S et 〈λ,α〉 > 0 pour α ∈ S\S . Si λ est adapté à S, les Xλo (Y ) sont stables
par P , et sλ(X) est fixé par P−r .
En général, sλ(X) et Xλo (sλ(X)) dépendent du choix de λ adapté à S. Si cela
n’est pas le cas, on dira que X est S-localisable.
Supposons X S-localisable. Dans ce cas, pour simplifier, on pose X = sλ(X)
(λ étant adapté à S ) et X(X ) = Xλo (sλ(X)). On appellera cette G-variété X le
localisé de X en S. La localisation est un procédé fonctoriel : si φ :X→ Y est
un G-morphisme entre deux G-variétés S -localisables, alors on a φ(X ) ⊂ Y .
Rappelons que l’ouvert X(X ) est stable par P , et que X est fixé par P−r .
On a une L-rétraction naturelle ρ :X(X )→X : si x ∈X(X ) et si λ est adapté
à S , alors ρ(x) = limt→0 λ(t).x (ce ρ ne dépend pas de λ, car ρ(x) est aussi
l’unique point fixe par Lr dans l’adhérence de Lr.x dans X(X)).
2.2. Exemples de localisation
2.2.1. Le cas des variétés magnifiques (voir [Lu2, §3])
Soit X une G-variété magnifique. Alors quel que soit S ⊂ S, X est S-local-
isable, et X est une G-variété magnifique. Mais attention, si X est (une G-variété
magnifique) rigide, X n’est pas toujours rigide.
Voici comment le système spherique de X s’obtient à partir de celui de X. Si
〈S 〉 désigne le sous-groupe du réseau radiciel de G engendré par S, alors on peut
identifier le système de racines R de G à R ∩ 〈S 〉, et S à la base de R associée au
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sous-groupe de Borel B = B ∩G de G. Modulo ces identifications, si Sp , Σ , A
est le système spherique de X, celui de X est donné par
Sp = Sp ∩ S, Σ =Σ ∩ 〈S 〉,
A= la réunion des ∆(α) (α ∈ S ∩Σ), considérée comme famille dans ZΣ , via
l’application naturelle ZΣ →ZZ .
2.2.2. Le cas Grm(g), g = Lie(G)
Si S ⊂ S, notons g,h,p,p−, l, . . . les algèbres de Lie de G,G,P ,P−,L, . . . .
Pour tout couple de sous-espaces vectoriels h ⊂ h′ de g tels que dimh  m 
dimh′, posons Grm(h′,h)= {V ∈ Grm(g): h⊂ V ⊂ h′}.
Lemme. Si dimp
u
 m  dimp, alors Grm(g) est S-localisable, et Grm(g) =
Grm(p−,p−u ).
Preuve. Considérons le plongement de Plücker Grm(g) ⊂ P(∧m g). Soit e1,
. . . , en une base de g composée de vecteurs propres de T , telle que e1, . . . , ep soit
une base de p−
u
(où p = dimp
u
= dimp−
u
). Alors, si λ est adapté à S , il est clair
que [ei1 ∧ · · · ∧ eim] (i1 < · · · < im) appartient à sλ(P (
∧m
g)), si et seulement
si i1 = 1, . . . , ip = p et si eik ∈ l (p + 1  k  m. Les assertions du lemme en
découlent aussitôt. ✷
2.3. Localisation et morphismes de Demazure
Soit X une G-variété magnifique, et soit S ⊂ S. Posons m= dimG− dimX,
m = dimG − dimX, et rappelons que δX :X → Grm(g) et δX :X → Grm(g)
désignent les morphismes de Demazure.
Lemme clef. On suppose Sp ⊂ S . Alors il existe une sous-variété (localement
fermée) Y de Grm(g) et un morphisme φ :Y → Grm(g) vérifiant :
(1) δX(X )⊂ Y ;
(2) φ ◦ δX et δX coïncident sur X.
Preuve. On a P ⊂ P et dimX = dimPu + cardΣ donc m= dimG− dimX =
dimP − cardΣ . Il s’ensuit que dimP u  dimPu  m  dimP  dimP . Par
suite, Grm(g) est S-localisable, et δX(X )⊂ Grm(g)= Grm(p−,p−u).
Par ailleurs, de dimX = dimPu + cardΣ et de dimX = dim(Pu ∩ G) +
cardΣ , on déduit que
m = m− dimG+ dimG+ dimX− dimX
= m− dimP + dim(P ∩G)+ cardΣ − cardΣ
= m− dimp
r
+ card(Σ\Σ ).
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Désignons par G.X l’ensemble des x ∈X dont l’orbite par G rencontre X ; c’est
une sous-variété fermée lisse de X, intersection des Xγ , γ ∈Σ\Σ .
Notons l∗r le noyau infinitésimal de l’opération de Lr dans NXz (G.X ) ; on a
dim l∗r = dim l r − card(Σ\Σ).
Posons Y = {V ∈ Grm(p−, l∗r+p−r ): V ∩ l r = l∗r} ; c’est bien une sous-variété(localement fermée lisse) de Grm(g).
Définissons φ :Y → Grm(g ) par φ(V ) = [(V ∩ l ) + l r ]/l r ⊂ l /l r = g ;
remarquons que φ est bien défini, car
dimφ(V ) = dim(V ∩ l )+ dim l r − dim l∗r − dim l r
= m− dimp−
r
+ card(Σ\Σ )=m.
Prouvons maintenant que Y et φ ont les propriétés voulues. Soit x ∈ X.
Comme x et z sont dans X, qui est connexe et fixé par Lr, l∗r est aussi le noyau
infinitésimal de l’opération de Lr dans NXx (G.X ). De la suite exacte
0→NG.Xx (G.x)→NXx (G.x)→NXx (G.X )→ 0
et du fait que Lr opère trivialement dans N
G.X
x (G.x)=NXx (G.x), il s’ensuit que
δX(x)∩ l r = l∗r , autrement dit δX(x) ∈ Y .
Le L-morphisme ρ :X(X )→ X envoie G.x ∩X(X ) dans G.x , donc induit
un Lr -morphisme
NXx (G.x)=NX(X)x
(
G.x ∩X(X ))→NXx (G.x).
Soit y un point de l’orbite ouverte de Lr dans NXx (G.x) et notons y son image
dans NXx (G.x). Par définition de δX et δX, on a l y = δX(x)∩ l et l y = δX(x)+ l r .
L’inclusion évidente l y ⊂ ly implique alors l’inclusion (δX(x) ∩ l ) + l r ⊂
δX(x) + l r . Comme ces deux espaces ont même dimension : m − dimpu +
dim l r − dim l∗r = m + dim l r , ils coïncident, ce qui montre que φ(δX(x)) =
δX(x). ✷
3. Preuve du théorème
Soit G un groupe adjoint semi-simple de type A, et soit X une G-variété
magnifique rigide. Il s’agit de montrer que δX :X→ δX(X) est un isomorphisme
(et on sait déjà que ce morphisme est birationnel et fini).
Rappelons que z désigne l’unique point fixe de B− dans X. L’espace vectoriel
tangent TzX est somme directe d’espaces propres (TzX)γ , γ ∈ Ξ(T ) (dont les
dimensions sont  2).
Assertion 1. Si
la restriction de TzδX à (TzX)γ est injective, (∗)
quel que soit γ ∈Σ , alors le théorème est vrai.
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Preuve. Posons Z = G.z et Z = δX(Z). Du fait que δX est fini il suit que δX :
Z→ Z est un isomorphisme. De là et de (∗), TzδX étant T -équivariant, on déduit
que δX est une immersion en z. Puisque δX estG-équivariant et queZ est l’unique
orbite fermée de G dans X, δX est une immersion partout. Du fait que Z est
l’unique orbite fermée de G dans X et que δX est fini, résulte aussi δ−1X (Z)= Z.
Par suite, {x ∈ X: δ−1X (δX(x)) = {x}} est ouvert, stable par G et contient Z,
donc est égal à X tout entier, ce qui montre bien que δX :X → δX(X) est un
isomorphisme. ✷
Pour Σ ⊂ Ξ(T ), on note supp(Σ) le plus petit S′ ⊂ S tel que Σ est contenu
dans le sous-groupe de Ξ(T ) engendré par S′. Une G-variété magnifique X sera
appelée « critique » (pour le problème qu’on considère), si elle est rigide, et si son
ensemble de racines sphériques Σ vérifie :
• S = supp(Σ) ∪ Sp et
• ou bien X est de rang 1 ou bien X est de rang 2 et Σ ∩ S = ∅. ✷
Assertion 2. Pour tout γ ∈ Σ , il existe S ⊂ S vérifiant : Sp ⊂ S, supp(γ ) ⊂ S
et X est critique.
Preuve. Si γ /∈ S, posons S = supp(γ ) ∪ Sp . Des axiomes des systèmes
sphériques suit que supp(γ ) et Sp\ supp(γ ) sont orthogonaux. Selon le type de la
racine sphérique γ , il en résulte que, à un facteur de G près qui opère trivialement,
X est isomorphe à l’une des quatre variétés suivantes (voir [Wa] ou [Lu2, §4]) :
SLn+1 /GLn ⊂ Pn × P ∗n (n 2) ; (a)
SL2 /N(T )⊂ P2 = P(sl2) ; (b)
(SL2×SL2)/N(∆SL2)⊂ P3 = P
(
Hom
(
C2,C2
)) ; (c)
SL4 /N(Sp4)⊂ P5 = P
( 2∧
C4
)
. (d)
On constate que ces G-variétés sont rigides de rang 1. Par suite le S ci-dessus
vérifie les conditions de l’Assertion 2. ✷
Si γ = α ∈ Σ ∩ S, la construction ci-dessus ne conduit plus à une G-var-
iété rigide. Mais la rigidité de X implique l’existence d’un γ ′ ∈ Σ tel que
δ+α (γ ′) = δ−α (γ ′), où ∆(α) = {δ+α , δ−α } (voir la fin de la Section 1.2). Posons
S = supp({α,γ ′}) ∪ Sp . Les propriétés des systèmes sphériques de type A (voir
[Lu2, §4]) impliquent alors que X est une G-variété magnifique de rang 2 (dont
les racines sphériques sont α et γ ′, et dont le système sphérique s’obtient par le
procédé rappelé en la Section 2.2). La liste des variétés magnifiques de rang 2 et
de type A (voir [Wa] ou [Lu2, §4]) montre alors que X est rigide (plus loin, dans
la preuve de l’Assertion 4, on explicitera les systèmes sphériques de ces variétés).
Par suite, le S ci-dessus vérifie les conditions de l’Assertion 2. ✷
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Remarque. Dans la preuve ci-dessus on a utilisé à plusieurs reprises l’hypo-
thèse G de type A.
Assertion 3. Si le théorème est vrai pour les variétés critiques, alors il est vrai en
général.
Preuve. Soit X une G-variété magnifique rigide et soit γ ∈ Σ . Soit S comme
dans l’Assertion 2. Alors γ est aussi racine sphérique de X. L’hypothèse
de l’Assertion 3, le Lemme clef et l’isomorphisme évident de (TzX )γ sur
(TzX)γ montrent alors que (∗) est vrai pour γ . L’Assertion 3 résulte alors de
l’Assertion 1. ✷
Reste à prouver l’assertion suivante.
Assertion 4. Le théorème est vrai pour les cas critiques.
Preuve. Quitte à négliger un facteur de G qui opère trivialement, on peut
supposer que supp(Σ)= S.
Dans les cas de rang 1, qui sont alors « symétriques » (voir la preuve de
l’Assertion 2), le théorème résulte de [DP].
Supposons dorénavant X de rang 2 et notons Σ = {α,γ }, où α ∈ S. La
classification des variétés magnifiques de rang 2 et de type A (voir [Wa] ou [Lu2,
§4]) montre que le système sphérique de X est alors l’un des quatre suivants :
(1) G de type A1 ×A1, S = {α,α′}, Sp = ∅, Σ = {α,γ = α′}, A comprend trois
éléments, qui prennent les valeurs 1,1 ; 1,−1 ; −1,1 sur α et γ ;
(2) G de type A2, S = {α1, α2}, Sp = ∅, Σ = {α = α1, γ = α2}, A comprend
trois éléments, qui prennent les valeurs 1,1 ; 1,−2 ; −2,1 sur α et γ ;
(3) G de type An (n 2), S = {α1, . . . , αn}, Sp = {α3, . . . , αn−1}, Σ = {α = α1,
γ = α2 + · · · + αn},
– si n 3, A comprend deux éléments, qui prennent les valeurs 1,0 ; 1,−1
sur α et γ ;
– si n = 2, A comprend quatre éléments, qui prennent les valeurs 1,0 ;
1,−1 ; 0,1 ; −1,1 sur α et γ ;
(4) G de type A3, S = {α1, α2, α3}, Sp = ∅, Σ = {α = α2, γ = α1 + α3}, A
comprend deux éléments, qui prennent les valeurs 1,0 ; 1,−2 sur α et γ .
Puisque dans les cas (1), (2) et (3) (n = 2), on peut par automorphisme
extérieur échanger α et γ , et que dans les autres cas γ /∈ S, il suffit grâce à
l’Assertion 1 de montrer que la propriété (∗) est vraie pour α.
Posons S = {α} ∪ Sp et notons X le localisé de X en S. Le groupe G est
ici isomorphe à SL2×SLn−2 dans le cas (3) (n  4), et à SL2 dans les autres
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cas. La variété X est G-isomorphe à P1 × P1 (SLn−2 opérant trivialement et SL2
diagonalement, au moyen de son opération naturelle dans P1).
Soit x ∈XoG. De ce qui précède résulte que δX(x) est de codimension 3 dans
p−, et qu’il contient un sous-espace vectoriel l′ de codimension 4 de l, fixé par
SL2 (et contenant sln−2 dans le cas (3) (n 4)). Par suite,
δX(X )⊂ Grm
(
p−,p−
u
+ l′)∼= P (p−/p−
u
+ l′)∼= P(gl2),
les isomorphismes étant SL2-équivariants.
Désignons par χx le caractère de T dans NXx (Xγ ). Notons c l’unique courbe
B−-stable de X qui contient x et z (elle est isomorphe à P1). On sait que
χx = γ −
(
c.[Xγ ])α (∗∗)
(voir [Lu3, 3.3, p. 277]), et que la courbe c évite tous les diviseurs de ∆ sauf un,
qui est dans ∆(α), qu’elle coupe transversalement.
De (∗∗) résulte, par un calcul facile, que χx est donné par :
γ + α ou γ − α dans le cas (1),
γ − α ou γ + 2α dans le cas (2),
γ ou γ + α dans le cas (3),
γ ou γ + 2α dans le cas (4).
Notons sα un élément de NG(T )∩G au-dessus de la réflexion de W =NG(T )/T
de racine α. De ce qui précède, on déduit que sα · χx = χx . Vu la définition de
δX(x), il s’ensuit que sα · δX(x) = δX(x).
Alors l’image de δX(X ) dans P(gl2) est l’adhérence d’une orbite de SL2 dont
l’isotropie est un tore maximal. Mais toutes ces adhérences sont des quadriques
non dégénérées (définies par det −λ(tr)2 = 0, λ ∈ C\{1/4}), donc sont lisses.
Par suite δX(X ) est lisse et δX :X → δX(X ), étant birationnel et fini, est un
isomorphisme, d’où il suit bien que la propriété (∗) est vraie pour α.
Cela termine la preuve de l’Assertion 4, et donc aussi celle du théorème. ✷
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